Journal of Singularities received : 5 January 2017

_ in revised form : 2 May 2017
Volume 16 (2017)’ 52-72 DOI: 10.5427/jsing.2017.16b

THEOREME DE COMPARAISON POUR LES CYCLES PROCHES PAR UN
MORPHISME SANS PENTE

MATTHIEU KOCHERSPERGER

REsUME. Le but de cet article est de démontrer le théoréme de comparaison entre les cycles
proches algébriques et topologiques associés & un morphisme sans pente. Nous obtenons en
particulier que dans le cas d’une famille de fonctions holomorphes sans pente, l'itération
des isomorphismes de comparaison des cycles proches associés & chacune de ces fonctions ne
dépend pas de 'ordre d’itération.

ABSTRACT. The goal of this article is to prove the comparison theorem between algebraic
and topological nearby cycles of a morphism whitout slopes. We prove in particular that for
a family of holomorphic functions whitout slopes, if we iterate comparison isomorphisms for
nearby cycles of each function the result is independent of the order of iteration.

1. INTRODUCTION

1.1. Théoréme de comparaison pour une fonction. Soit X une variété analytique complexe
et f: X — C une fonction holomorphe. Soit (F, M) la donnée d’un faisceau pervers sur X et
d’un Dx-module holonome régulier associés par la correspondance de Riemann-Hilbert, c’est-a-
dire 7 = DRx(M). Le foncteur cycles proches topologiques Wy de P. Deligne associe & F un
faisceau pervers a support f~*(0) muni d’un automorphisme de monodromie. Prolongeant une
construction de B. Malgrange [Mal83], M. Kashiwara introduit dans [Kas83] le foncteur cycles
proches algébriques \I/jllg (voir aussi [MMO04]) qui associe & M un Dx-module holonome régulier
a support f~1(0) muni d’un automorphisme de monodromie. Ces deux foncteurs sont reliés par
un isomorphisme de comparaison qui commute & la monodromie :

(1) Up(F) ~ DRy U} E(M).

1.2. Théoréme de comparaison pour plusieurs fonctions. Soit maintenant p > 2 et
fi, ..., fp des fonctions holomorphes sur X. Notons f = (fi,...,fp) : X — C? le morphisme
associé. En général, les foncteurs ¥y, (¢ = 1,...,p) ne commutent pas entre eux, de méme que les
foncteurs \I/jcig .

Dans [Mail3] Ph. Maisonobe montre que sous la condition sans pente pour le couple
(f,car(F)) on peut définir les foncteurs cycles proches topologiques et algébriques associés a
f. Il montre alors 'existence d’isomorphismes

\I’ffz \ijg(l)"-\pfa F

(»)
et

alg ~ ale alg
\I/f M~ \I/fﬂ(l)'”qua'(p)M

pour toute permutation o de {1, ..., p}. Ceci assure la commutativité des foncteurs cycles proches
associés aux fonctions f; pour 1 < ¢ < p. Dans l'introduction Ph. Maisonobe mentionne que, par
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itération de Iisomorphisme (1), ses résultats permettent d’obtenir pour tout o des isomorphismes
de comparaison

~ ~ alg alg
(2) UpF =Wy Uy (F) ~ DRxUYE 04

(M) ~ DRxW3EM.

Dans cet article, nous montrerons (corollaire 3.7) que cet isomorphisme ne dépend pas de
la permutation o. Pour ce faire, nous exhibons un morphisme de comparaison entre W¥;F et
DRy \I/jclg/\/l et nous montrons qu’il coincide avec les isomorphismes de comparaison itérés (2)

pour toute permutation o.

1.3. Un exemples de morphisme sans pente. On appelle singularité quasi-ordinaire un
germe d’espace analytique réduit admettant une projection finie sur C? dont le lieu de ramifi-
cation est contenu dans un diviseur & croisements normaux. Si S est une hypersurface de C”
a singularité quasi-ordinaire définie par une fonction holomorphe f, il existe une projection
7 : C" — C"! quasi-ordinaire pour S. Le faisceau W ;Cg.. est pervers et dans cette situation le
couple (7, car(¥;Cr.)) est sans pente.

Les singularités quasi-ordinaires apparaissent en particulier dans la méthode de Jung de ré-
solution des surfaces singuliéres (voir [Lip75]).

Remerciements. Cet article a été écrit dans le cadre de ma thése sous la direction de Claude
Sabbah que je remercie vivement pour ses nombreux conseils durant 1’élaboration de ce travail.
Je remercie Philippe Maisonobe pour l'intérét qu’il a porté & ce travail. Je remercie également
le rapporteur pour ses remarques constructives.

2. V-MULTIFILTRATION CANONIQUE ET FONCTEURS CYCLES PROCHES

Dans cette section on définit les cycles proches algébriques a l'aide de la V-multifiltration
canonique d’'un Dx-module sans pente. On démontre des propriétés de cette multifiltration
ainsi que de ses gradués. On définit ensuite les cycles proches topologiques associés a plusieurs
fonctions. Enfin on introduit les fonctions de classe de Nilsson & plusieurs variables et on en
montre des propriétés utilisées dans la section suivante pour établir un lien entre cycles proches
algébriques et cycles proches topologiques.

2.1. V-multifiltration canonique d’un Dx-module sans pente. On notera dans la suite

dy = dimc X
& = 8251.
Ei = tiﬁi

= (T1, ..., Ty —p)

1;:=(0,...,0,1,0,...,0) ou le 1 est en position i.

a = (ai, .., op)

ag = (a;)er pour I < {1,...,p}

t:= tl...tp

5=t

Dx[s] = Dx[sl, veey Sp]

H = {H,,...,H,} ou les H; sont des hypersurfaces lisses dont la réunion définit un
diviseur & croisements normaux. On se place ici dans le cas ou il existe localement des
coordonnées (x,t1,..., t,) telles que

f: X — cr
("B’tlvu'vtp) = (t17'-'7tp)

et H; = f;71(0).

(3
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Définition 2.1. Notons, pour tout 1 < i < p, Z; I'idéal de ’hypersurface H; et Z% := lel'f"’.
Pour tout k € ZP et pour tout x € X on définit :

(VkDx), := {P € Dx,, | Ym e ZP, P(ZF*™) c TF+™},

ceci permet de définir une filtration croissante de Dy indexée par ZP.

Soit M un Dx-module cohérent. Une V-multifiltration U, M de M est une filtration croissante
indexée par ZP satisfaisant a VyDx - Uy M < Uy v M pour tout k et k' dans ZP. Une telle V-
multifiltration est bonne si elle est engendrée localement par un nombre fini de sections (m;) e,
c’est-a-dire que pour tout j € J il existe k; € Z? tel que pour tout k € Z?

UkM = Z Vk;JrijX cMmy.
jedJ
Lorsque des inégalités entre nombres complexes apparaitront, ’ordre considéré sera toujours
Pordre lexicographique sur C, c’est-a-dire

r4+iy<a+ib < zr<aou(r=aety<bh).

En suivant [Mail3] on commence par donner les conditions pour quun couple (H, M) soit
sans pente puis on définit la V-multifiltration de Malgrange-Kashiwara.

Définition 2.2. Soit M un Dx-module cohérent.

(1) On dit que le couple (H, M) est multispécialisable sans pente si au voisinage de tout point
de X, il existe une bonne V-multifiltration U, (M) de M et des polynomes b;(s) € C[s]
pour tout 1 < i < p tels que pour tout k € ZP, b;(E; + k;)UpM < U1, M.

(2) On dit que le couple (H, M) est multispécialisable sans pente par section si, pour toute
section locale m de M, il existe des polynomes b;(s) € C[s] pour tout 1 < i < p tels que
bZ(El)m S VfliDX -m.

Rappelons la proposition 1 de [Mail3] :

Proposition 2.3. Les deuzx définitions précédentes sont équivalentes et si la premiére est sa-
tisfaite pour une bonne V-multifiltration de M, elle ’est pour toute. On dit alors que le couple
(H, M) est sans pente.

On fixe M un Dx-module cohérent tel que le couple (H, M) soit sans pente.

Définition 2.4. Le polyndéme unitaire de plus bas degré vérifiant la propriété 1. de la définition
pour Uindice i est appelé polynéme de Bernstein-Sato d’indice i de la V-multifiltration Uy (M),
on le note b; 7, (m)-

Le polyndéme unitaire de plus bas degré vérifiant la propriété 2. de la définition pour I’indice
i est appelé polynéme de Bernstein-Sato d’indice i de la section m, on le note b; ,.

Proposition 2.5. Soient, pour 1 < i < p, des sections o; : C/Z — C de la projection naturelle
C — C/Z. I existe une unique bonne V-multifiltration VZ (M) de M telle que pour tout i les
racines de b; yo(a) soient dans l'image de 0.

La démonstration de cette proposition et de la proposition 2.7 est identique a celle du théoréme
1. de [Mail3].

Définition 2.6. On définit la multifiltration V, (M) indexée par CP et vérifiant :
Vee X, Vo(M)p :={meMy; s, =2 —a;—1, Vs; € b;;l(O) et 1 <i<pl.

Cette V-multifiltration est appelée V -multifiltration canonique ou V -multifiltration de Malgrange-
Kashiwara.



COMPARAISON DES CYCLES PROCHES PAR UN MORPHISME SANS PENTE 55

Si on considére 'ordre partiel standard sur CP
a<f < q; <f;pourtout 1 <i<p

on peut définir
Vea(M) = ) Va(M)
B<ax
et
gra (M) = Va(M)/Vea(M).
Soit I < {1,...,p} et I¢ son complémentaire, on définit
V<aI7OLIC (M) = Z VﬁI:O‘IC (M)

Br<ar

Proposition 2.7. On a l’égalité des V-multifiltrations Vica, a,e)+k(M) = V,:ml’a” (M) ou
O<ay,oe €8t la section dont 'image est [’ensemble

acCP telque —oa; —1<a;<-—q;Viel®
et —a;—1l<a; < —a; Viel
Il exziste un ensemble fini A < [—1,0[P tel que la V-multifiltration canonique soit indexée par
A+ 7ZP. Ainsi la V-multifiltration canonique est cohérente.

Soit I < {1,...,p} et J < I°. Comme pour les Dx-modules cohérents, on a une notion de
VOPIII D x-module multispécialisable sans pente le long des hypersurfaces Hjy := (H;);c .

Définition 2.8. Soit M un VOPII’DX—module cohérent et J < I¢, on note ¢ := #.J.
(1) On dit que le couple (H j, M) est multispécialisable sans pente (ou spécialisable si ¢ = 1)
si au voisinage de tout point de X, il existe une bonne V-multifiltration U, (M) de M
et des polynomes b;(s) € C[s] pour tout i € J tels que pour tout k € Z9,

bi(E; + ki) UM < Up—1, M.

(2) On dit que le couple (H j, M) est multispécialisable sans pente par section (ou spéciali-
sable par section si ¢ = 1) si, pour toute section locale m de M, il existe des polynomes
bi(s) € C[s] pour tout i € J tels que b;(E;)m € VE‘Z(VOPII’DX) -m =V_1,Dx -m.

Remarque 2.9. Comme pour les Dx-modules (proposition 2.3) les deux définitions sont équi-
valentes et si elle sont satisfaites on dira que le couple (H ;, M) est sans pente (ou spécialisable
si ¢ = 1). Les analogues des propositions 2.5 et 2.7 sont vraies pour les VOI;IID x-modules sans
pente.

Proposition 2.10. Soit I < {1,...,p} et M un Dx-module cohérent tel que le couple (H, M)
soit sans pente. Alors le couple (H y, M) est sans pente et pour tout ay le couple (H pe, VOIL{IIM)
est sans pente. De plus, pour I,J < {1,...,p} disjoints, les V-multifiltrations de Malgrange-
Kashiwara satisfont a :

(3) VIS H (M) = V(M) n VIS (M) = VITE (VI (M)
On a également 'analogue de [MMO04, corollaire 4.2-7]

Proposition 2.11. Pour tout a € C et tout j € I¢, l'application M — VaHj (M) définit un
foncteur exact de la catégorie des VOIjIDX -modules spécialisables le long de H; vers la catégorie

des Vi (Vo) Dx -modules.
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Sachant que la V-multifiltration canonique est indexée par A + ZP avec A < [—1,0[? fini,
quitte & renuméroter ces indices on peut la supposer indexée par ZP et appliquer la définition
B.3 de 'appendice B aux V-filtrations canoniques de M.

La condition sans pente s’interpréte de maniére naturelle comme une condition de compati-
bilité des V-filtrations relatives aux différentes hypersurfaces considérées.

Proposition 2.12. Si le couple (H, M) est sans pente alors les filtrations V1 (M), ..., Ve " (M)
de M sont compatibles au sens de la définition B.3.

Démonstration. Soit o < 3 € CP et notons I, := {1,...,¢}. On va construire par récurrence sur
I’entier p le p-hypercomplexe X, correspondant a la compatibilité des sous-objets

H Hr, H, Hr, Hr,
VI (Vg M), o VI (Vg1 M) € Vg M,

D’aprés la remarque B.2, deux filtrations sont toujours compatibles. Supposons construit le
g-hypercomplexe X,. D’aprés la proposition 2.10 la propriété sans pente assure que les objets qui

H
apparaissent dans X, sont des Vj, "“Dx-modules cohérents spécialisables le long de Hgtq. On
q

déduit alors de la proposition 2.11 que 'application de V(gﬂf{l () et Vﬁfifl () & de tels objets sont
deux foncteurs exacts munis d’'un monomorphisme de foncteurs donné par l’inclusion naturelle
déduite de I'inégalité ag+1 < Bg+1. On applique alors ces deux foncteurs a X, la fonctorialité
fournit un (g + 1)-hypercomplexe
0 ——= Va, 15 (X ) V7" (X 4) — Coker(i) —— 0.

C’est le (g + 1)-hypercomplexe X 11 voulu. L'exactitude des différentes suites courtes provient
de Pexactitude des suite courtes de X9, de I'exactitude des foncteurs VHa+1-filtration ainsi que
de l'exactitude du foncteur Coker(.) appliqué a des inclusions (lemme du serpent). On utilise
également ici les identifications (3). Ceci nous donne par récurrence le p-hypercomplexe X,,.
En prenant alors la limite inductive des p-hypercomplexes X, sur 3 € CP on obtient le p-
hypercomplexe correspondant & la compatibilité des sous-objets

H H
Vit (M), ...7Vap”(/\/l) c M.
Ceci étant vérifié pour tout e € CP la proposition est démontrée. O
La proposition B.5 fournit le corollaire suivant

Corollaire 2.13. Si le couple (H, M) est sans pente alors ’objet obtenu en appliquant succes-
stvement les gradués grf: par rapport auzx V -filtrations canoniques Vi ne dépend pas de l’ordre
dans lequel on applique ces foncteurs et est égal a gro,(M).

Proposition 2.14. Soit M un Dx-module cohérent tel que (H, M) soit sans pente et soit
1 < i < p. Alors le Dx-module M(xH;) est cohérent et le couple (H, M(xH;)) est sans pente.
De plus, pour tout o vérifiant c; < 0, le morphisme naturel de VoD x-modules :

Va(M) = Vo (M(xH;))
est un isomorphisme.
Démonstration. Comme (H, M) est sans pente, M est spécialisable le long de H; et on peut
appliquer [MMO04, proposition 4.4-3] qui assure que M (xH;) est cohérent, spécialisable le long
de H; et que pour «; < 0,
Vol (M) — VT (M(+H;))

est un isomorphisme.



COMPARAISON DES CYCLES PROCHES PAR UN MORPHISME SANS PENTE 57

Montrons que le couple (H, M (xH;)) est sans pente. C’est un probléme local, on peut supposer
que H; = {t; = 0}. Soit m’ une section de M(xH;), on a m’ = m/t;* ott m est dans l'image de
M — M[1/t;] et k € N. Le couple (H, M) étant sans pente, pour tout 1 < j < p il existe un
polyndome non nul b;(s;) satisfaisant a

bj(Ej)m € V_l (DX)m

j
On a alors
bj(Ej)tfm’ € V—lj (Dx)tfm/
tfbj (Ej + 6,‘jk)m/ € th_lj (Dx)m/.
En divisant par t¥ on obtient, b;(E; + ;;k;)m’ € V_q,(Dx)m/, ce qui permet de conclure que
(H, M(xH;)) est sans pente.

D’aprés la proposition 2.10 V(M) et Vi (M(xH;)) sont des Vy"*Dy-modules sans pente
le long de H (;;- donc, si a satisfait & a; < 0, on a un isomorphisme

Hyiye Hyiye

Va(M) > Va {2 (VT (M) = Va8 (VT (M(3Hy))) = Va(M(+Hy))

ce qui conclut la démonstration de la proposition.
d

Corollaire 2.15. Soit M un Dx-module cohérent tel que (H, M) soit sans pente. Alors le Dx -
module M(x(Hy ... H,)) est cohérent et le couple (H, M (x(Hyu...uH,))) est sans pente. De
plus pour tout v vérifiant o; < 0 pour tout 1 < i < p, le morphisme naturel de VoD x -modules :

Va (M) = Va(M((Hy U ... U H,))
est un isomorphisme.

Démonstration. On effectue une récurrence sur le nombre d’hypersurfaces par rapport auxquelles
on localise M et le corollaire est une conséquence immédiate de la proposition précédente.
O

2.2. Gradués d’un Dx-module sans pente et cycles proches algébriques. Ici on dé-
montre des propriétés des gradués de la V-multifiltration de Malgrange-Kashiwara et on définit
les cycles proches algébriques.

Proposition 2.16. Soit M un Dx-module tel que (H, M) soit sans pente. Pour tout € C et
tout 1 < i < p, ’endomorphisme (E; + 5+ 1) de

Vﬁ,a{i}c (M)/V<ﬁ,a{i}c (M)
est nilpotent.

Démonstration. Notons o := 04 a,. et bi(s) le polynome de Bernstein-Sato d’indice i de la
multifiltration correspondant & la section o. Les racines de b; sont donc dans 'intervalle [—3 —
1, —p[. Soit £ la multiplicité de la racine —3 — 1 de b;. On pose b;(s) = bi(s)(s + 8 + 1)*. On
considére comme dans la preuve de [Kas83, Théoréme 1] la V-multifiltration de M suivante :

Ur(M) 1= ViZ_y, (M) + (B; + ki + B+ 1) Vg (M).

On peut montrer que c¢’est une bonne V-multifiltration, que ses polynémes de Bernstein-Sato
d’indice j # i divisent ceux de V7 et que son polynéome de Bernstein-Sato d’indice i divise
v'(s)(s + B)¢. Les racines de ¥'(s)(s + 8)¢ sont dans | — 8 — 1, —f], par unicité la multifiltration
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U.(M) est égale a la multifiltration V7 (M) ott & = T<Bapyye- Onadone Ug(M) = Vg oy, (M)
et on en déduit que (E; + 8 + 1)¢ annule

Vﬁ,a(q,}c (M)/V<5,a(q,}c (M)
(I

Etant donnée la définition de gr, (M) on déduit immédiatement de cette proposition le co-
rollaire suivant :

Corollaire 2.17. Soit M un Dx-module tel que (H, M) soit sans pente. Pour tout o € CP et
tout 1 < ¢ < p, endomorphisme (E; + o; + 1) de gr,, (M) est nilpotent.

Définition 2.18. Etant donné un couple (H, M) sans pente, on définit les cycles proches algé-
brigues de M relatifs a la famille d’hypersurfaces H de la maniére suivante

UgM:= P gro(M).

ae[—1,0[P
C’est un ngDX—modules cohérent. Or, si 'on note X := mléiép H;, on a
gry Dx =~ Dx,[Fu, ..., E,].

Le corollaire 2.17 implique ainsi que WM est un Dx,-module cohérent. Les cycles proches
algébriques sont munis d’endomorphismes de monodromie pour 1 <7 < p

T; := exp(—2inE;).
La proposition suivante est une conséquence du corollaire 2.13

Proposition 2.19. Soit I < {1,...,p}, on a alors un morphisme naturel, fonctoriel en M, de
gry Dx -modules

UM — Uy, (Vg,. M)

qui est un isomorphisme si le couple (H, M) est sans pente.

Dans le cas général f : X — CP, l'inclusion du graphe de f permet de définir les cycles
proches algébriques.

Définition 2.20. Considérons le diagramme

X L)X x CP
x J/W(Tr17.--17rp)
Cr.

ol iy est le graphe de f. Soit H; := 7T;1(0). D’aprés ce qui précede, si le couple (H, iy, M) est
sans pente, alors Wiy M est un Dx xo-module cohérent & support {(x,0)[f(x) = 0}. On peut

le voir comme un Dx-module cohérent a support £~ '(0), on le note alors \I/?g/\/l.
On déduit de la proposition 2.19 I'isomorphisme

alg alg alg
\I/f M — \IJfI (\IJfIc ).
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2.3. Cycles proches topologiques. Ici on définit le foncteur cycles proches topologiques asso-
cié a une fonction f : X — CP et appliqué a la catégorie des complexes de faisceaux & cohomologie
C-constructible.

Définition 2.21. Considérons le diagramme suivant ou les carrés sont cartésiens :

J P

f7H0) =X X+

R

p

{0} ——CP < (C*)P <—— (C*).

Iei X* = X — F71(0) avec F = fy...f, et @?’ est le revétement universel de (C*)P.
Si F est un complexe de faisceaux & cohomologie C-constructible, on définit :

U F =i 'Rjupep '3 ' F

c’est le foncteur cycles proches. On peut identifier le morphisme @’ — (C*)P a

exp : cr — (C*)p
(Zlv~”7zp) = (€2i7rz1,...762iﬂ-zp),

Pour 1 < i < p les translations

(21, s Ziy e Zp) > (2150020 + 1,00, 2p).
permettent d’induire des endomorphismes de monodromie 75 : W F — W F.

Supposons que les f; définissent un diviseur a croisements normaux H ou H; = {f; = 0} et
que F = DR(M). Dans [Mail3] Ph. Maisonobe démontre la proposition suivante

Proposition 2.22. Soit I  {1,...,p}, il existe un morphisme naturel
(4) \I/f}_ - \I/fl (\Ilflc]:)'
De plus si le couple (H, M) est sans pente alors ce morphisme est un isomorphisme.

2.4. Fonctions de classe de Nilsson. On se place ici dans le cas d’une famille d’hypersurfaces
qui forment un diviseur & croisements normaux, quitte & diminuer X, on suppose qu’il existe
un systéme de coordonnées (z,t1, ..., tp) tel que pour tout 1 <4 < p, 'hypersurface H; ait pour
équation t; = 0. On note
T X — cr
(.’B,tl,...,tp) [and (tl,...,tp).

Définition 2.23. Soit a € [—1,0[” et k € NP. On note N4k la connexion méromorphe sur C? :

1
Na,k= (—D O(cp[

o<t<k Z21---Zp

]ea,ﬁ

avec la structure de D-module donnée par la formule
zi0z,eae = (0 + 1)ea.e + €a,e—1;-
On définit T; le morphisme de monodromie d’indice ¢ par la formule
. 24m)™
Tiea,e = exp(2im(a; + 1)) Z %eal_m,li.

os<m<;
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Remarque 2.24. Pour se souvenir de la structure de D-module et de la monodromie il faut

a+t1logh z;  log'? z,
T T

Définition 2.25. Soit M un Dx-module tel que le couple (H, M) soit sans pente. On définit :

1
titp

remarquer que la section eq ¢ se comporte comme la fonction multiforme z

Ma7k = M ®71'71(9Cp 7T_1 (Naak) = M[ ] ®7‘r’locp 7T_1 (Na7k) .

D’autre part on a
Mok =M®o, " (Nak)
ou 7 est 'image inverse dans la catégorie des D-modules. Ceci permet de munir Mg g d’une

structure naturelle de Dx-module. Notons Y := ﬂ H;. La restriction de Mg & Y est munie
1<i<p
d’endomorphismes T; induits par les morphismes de monodromie de Ny et définis par :

Ti(m®ear) =mQTieq..

Proposition 2.26. Soit a € [—-1,0[" et k € NP et M un Dx-module tel que le couple (H, M)
soit sans pente. Alors le couple (H, Mq 1) est sans pente. De plus, pour tout B € CP, on a :

VaMar) = @D Varsia (M[ ! ]) ot

o<t<k ty...1p
On commence par un lemme qui sera utile dans la démonstration de cette proposition.

Définition 2.27. Soit (x, 1, ..., t,) un systéme de coordonnées locales o ¢; = 0 est une équation
de H;. Soit M[1/t, s]t® le Ox[s]-module isomorphe & M[1/t, s] par lapplication m — mt*. Il
est muni d’une structure naturelle de Dx [s]-module par la formule :

sim)ts

0;(mt®) := (0;m)t® + (

i
Lemme 2.28. Soit m une section locale de M[1/t] et b(s) € C[s]. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) b(E;)m e V_1,(Dx)m
(2) b(—s; — 1)mt® € Dx|[s]t;mt®

Démonstration. Montrons que I implique 2. Dans M[1/¢t, s]t® on a l’égalité
(t;0;m)t° = (—s; — 1)ymt® + 9;(t;mt®).
On montre alors par récurrence que pour tout k
((t:0:)Fm)t® — (—s; — 1)*mt® € Dx[s]|t;mt®.
On a donc pour tout polyndme b(s) € C[s]
(b(E;)m)t® — b(—s; — 1)mt® € Dx[s]t;mt>.

D’autre part, si b(E;)m € V_1,(Dx)m une récurrence permet de montrer que (b(E;)m)t® €
Dx|[s]t;mt® et on en déduit 2.

Montrons que 2 implique 1. D’une part, on peut montrer par récurrence que pour tout k € N
et tout 1 < £ < k, il existe my o € M[1/t] satisfaisant a :

k
(5) skmt® = ((—0st:)"m)t* + ) of (my ot*).
=1
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D’autre part, en faisant opérer les 0% = 9{"...0," et en annulant les coefficients du polynome en
les s; que I'on obtient, on peut montrer le résultat suivant :

(6) lz 0% (mat®) = 01 = [ma =0 Va]

pour une somme finie sur les «. Enfin, si 'on regarde plus précisément la récurrence faite dans
la premiére partie de la démonstration on obtient

(b(Ez)m)ts — b(757 — l)mts S (9,DX [s]t,mts
L’hypothése 2 implique
b(—Si — l)mts = Z 80‘3'“Aa,ktimts
ok
ot Aar est un opérateur différentiel indépendant des 0; pour tout 1 < 7 < p. En utilisant
légalité (5) on peut substituer les s; et on obtient

(b(E;)m)t® — Z [(—t181 - l)kl...(—tpap — 1)k1’A0,ktim] t? = Z 0% (mat®)

k a>0
avec meo € M[1/t]. En utilisant (6) et le fait que (—t10; — 1)*1...(—t,0p — 1)kr Ag gt; € V_1,(Dx)
on conclut que b(E;)m € V_q1,(Dx)m.

O
Démonstration de la proposition 2.26. On commence par montrer que le couple (H, Mq k) est
sans pente. Quelque soit 1 < i < p, le Dep-module Ny /N k—1, s'identifie & Ny g—r,.1, On a
donc la suite exacte :
0 — Neak—1, = Nak = Nok—k;.1;, — 0.

Pour tout k € NP le 7~ 'Ocr-module 77 N i est & fibres plates car libres, il est donc acyclique
pour le foncteur de produit tensoriel par M| ] et on a la suite exacte :

1
o
(7) 0 - Mak-1, > Makr = Mar—k.1, = 0.

Le module central est sans pente si et seulement si les deux autres modules le sont. En effet,
comme dans le cas des bonnes V-filtration pour p = 1 (cf [MMO04]), une bonne V-multifiltration
du terme central induit des bonnes V-multifiltration des termes extrémes. On considére alors la
suite exacte

00— UMar-1, = UMapr = UMar—r;1, =0
et on observe que la condition multispécialisable sans pente de la définition 2.2 est satisfaite pour
le module central si et seuleument si elle 'est pour les deux autres modules. Par récurrence on est
alors ramené a montrer que (H, My o) est sans pente. Soit m une section locale de M|

1
)
D’aprés la proposition 2.15 le couple (H, M[ﬁ]) est sans pente et par conséquent le lemme

iy
2.28 fournit localement, pour 1 < i < p, des polynémes b; non nuls vérifiant :

bi(si)mts e Dx [s]timts.
Par définition du Dx[s]-module M[1/t, s|t®, on obtient les équations :
(8) bi(S,’ + o; + 1)(m ® €a,0)ts e Dx [s]ti(m ® €a70)ts.

Soit ko € NP tel que pour tout k; € N vérifiant k; > ko ; + 1, 'entier —k; n’est pas racine de
bi(s; +a;+1) € C[s;]. En remplagant les s; par les entiers k; dans la relation (8) et en multipliant
éventuellement par des t; on obtient que pour tout k € ZP

(m® ea7o)tk eDx(mM® ea,o)t_ko).
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De plus pour tout 1 < i < p, I'égalité (0;(m ® eq.0))t® = 0:(M ® eq,0)tF) + ki(m @ eq0)t* L
montre que (0;(M ® €q,0))t* € Dx((M ® eq0)t *°) pour tout k € ZP. Comme M est engendré
par un nombre fini de sections, en utilisant des extensions successives on peut supposer que m
engendre M. On a donc My, o = Dx((m ® eq0)t *0). La filtration Dx (1)((m ® ea.0)t %))
étant une bonne filtration du Dx-module Mg g, celui-ci est cohérent. Les équations (8) ainsi
que le lemme 2.28 permettent alors de conclure que (H, Mg, 0) est sans pente et donc par ce
qui précede que (H, Mg k) Dest.
Pour démontrer la deuxiéme partie de la proposition on commence par noter

1
U,B(Ma,k) = C—B Va+g+1 <M[]> Ca,l
o<t<k t1...ty
et on va montrer que c’est une bonne V-multifiltration qui satisfait & toutes les propriétés
caractéristiques de la multifiltration de Malgrange-Kashiwara. Soit m € M, £ € NP, g € C et
1 <i < p. On a localement

9) (ti0i + B)(m®@eae) = ((tidi + B+ ai + 1)m) @ eae+ M@ eae—1,
et pour tout n € ZP
t"(m@eqyr) = (t"M) Q@ eqe.
Ceci permet de montrer que U, (Mg k) est une V-multifiltration de My i (c’est-a-dire que cette
multifiltration vérifie VoDx.Ug(Mak) < Ugse(Ma k) pour tout 3 € CP et pour tout £ € ZP).

Pour montrer que c’est une bonne V-multifiltration on fixe 8 € CP et on montre que la V-
multifiltration indexée par ZP, Ugye(Ma k), est une bonne V-multifiltration de Mg . Comme

la V-multifiltration indexée par Z”, Vo1 g1e+1 <M[ﬁ]>, est une bonne V-multifiltration elle
evp

est engendrée localement par un nombre fini de sections {m;},c;. Si k = 0 I'égalité (9) permet
de montrer que les sections {m; ® eq,0}jes engendrent la V-multifiltration Ugje(Ma,0). On
peut alors montrer par récurrence, en considérant la suite exacte (7) et 1’égalité (9), que pour
tout k € NP les sections m; ® eq, pour j € J et 0 < £ < k, engendrent la V-multifiltration
Ugte(Ma,k). Cest donc une bonne V-multifiltration de Mg .

On fixe maintenant 3 € CP et on va construire, pour tout 1 < ¢ < p, un polyndme b;(s) qui
satisfait a

bi(t:0;)Us(Ma,k) < Us—1,(Mak).

Par définition de la multifiltration de Malgrange-Kashiwara on peut choisir, pour tout 1 < i < p,
un polyndme c¢;(s) vérifiant

1 1
ci(ti0s + oy + Bi + 1)Vaypgia <M[t1 ; ]> C Vaiprii, <M[t1 r ])
ity oty

et ayant ses racines dans l'intervalle [—1,0[. Soit m € Vo1g4+1 (M[ﬁ]), Pégalité (9) permet

T
de montrer que

ci(ti0; + Bi)(m®eqe) = (¢i(ti0i + Bi + o + 1)m) R eq e + M

ou m € Ug(Maq,k—1,) si on pose Ug(Mq,e) = 0 pour I; < 0. On peut donc construire par
récurrence un polynéme b; ,,,(s) ayant ses racines dans U'intervalle [—1, 0] et vérifiant

bim (ti0; + Bi)(m @ ea.e) € Ug—1,( Mak)-

Comme Ug(Mq k) est localement engendré par un nombre fini de sections de la forme m® eq ¢
pour 0 < £ < k on peut construire b;(s) ayant ses racines dans [—1,0[ tel que

bi(t:i0; + Bi)Ug(Mak) € Ug—1,(Ma,k)-
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Les racines du polynome de Bernstein-Sato de la V-multifiltration Us (Mg k—1,) sont donc dans
I'intervalle [—1,0[, ce qui permet de conclure que c’est bien la V-multifiltration de Malgrange-
Kashiwara :

VeMak) = @D Varpiz (M[ ! ]) Cat.

o<t<k ty..tp

3. MORPHISME DE COMPARAISON

On va construire un morphisme de comparaison entre les cycles proches algébriques de M et
les cycles proches topologiques de DR (M) relativement & Papplication

g X — (O
(.’B,tl,...,tp) = (tl,...,tp).

On établira le lien avec la composition du morphisme de comparaison relatif aux r premiéres
coordonnées t; et de celui relatif aux p — r coordonnées t; suivantes pour 1 < r < p.

3.1. Comparaison avec les gradués. Commengons par donner deux définitions.

Définition 3.1. Soit M un Dx-module tel que le couple (H, M) soit sans pente. On consi-
déere la famille {gry, (M), 0;}kefo,1}7,1<i<p cOmposée des objets gry (M) pour k € {0,1}? et des
morphismes 0; : gry, (M) — gry_ ;. (M). On définit

itM = s(Cube(gr,(./\/l)))\XD
ott s(.) et Cube(.) sont les foncteurs définis dans 'appendice A.2 et A.5 et Xy = 7 1(0).

Par exemple pour p =2 on a
iTM= 00— gro M)y, = gro M)y DerioM)|y, — srooM)y, —0

m — (ym, —dam)

(m1,ma) = Jamq + O1m

Définition 3.2. De la méme maniére que pour la définition précédente on considére la famille
{Vk(M), 0i} kefo,13r 1<i<p composée des objets Vi (M) pour k € {0,1}” et des morphismes

0; : Vie(M) = Viy1,(M).

On définit
it M = s(Cube(Ve(M)))|x,
ol X() = 7T_1(0).
Remarque 3.3. (1) Notons que si on considére la famille . := {M, 0;}kefo,1}»,1<i<p ON @

s(Cube(A))| x, ~ DRx/x,(M) 1%,
ot ’on considére la projection
T X — X()
(T,t1,... 1) — (x,0,..,0).

(2) On étend ces définitions aux complexes en commencgant par appliquer Cube(.) en chaque
degré puis en prenant le complexe simple associé a 'hypercomplexe obtenu. On note
encore i¥ et it ces foncteurs appliqués aux complexes.
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D’aprés la remarque précédente les morphismes naturels pour tout k € {0, 1}?
grg(M) < Ve(M) = M

induisent les morphismes de complexes

(10) i'M — i* M — DRy, x, (M)

ott I'on omet de noter la restriction de DR x/x,(M) & Xo. Soit I = {1,...,7} = {1,...,p} les r
premiers entiers pour r < p, on note

T X — cr
(watla'“atp) = (tla"'atr)

et X! = 71';1(0). On note VJ la V-multifiltration par rapport aux fonctions ti,...,t,. La V-

multifiltration de Malgrange-Kashiwara de M induit une V!“-multifiltration du Dxé—module

grl, (M) pour tout a; € C". Pour tout a € CP on a le diagramme commutatif suivant

(11) groM VoM
8. (g6, M) =—— V. (grh, M) =— V. (Vd,M).

On définit les foncteurs Z} et z?& en considérant respectivement les familles

{grkI (M/)a ai}kue{o,l}r,lsigr

et {Vi, (M’), 0i}k,e00,137 1<i<r- On définit de maniére analogue les foncteurs z'L et ﬁfc appliqués
a la catégorie des D Xé—modules en considérant la projection
Tre|x! * Xé — cr—r
(@ tper,ntp) = (Epery s tp).

Les propriétés des hypercomplexes, du foncteur s(.) et le diagramme commutatif (11) pour
a € {0,1}? fournissent le diagramme commutatif suivant

(12)
itM i* M DRx/x,M

i (i(fM) =< (iTM) <7 (iT M) —>11C(DRX/X1M) ——> DRy /x, (DR x; M).

3.2. Le morphisme «Nils». D’aprés la proposition 2.26 on a

1
gr_q( @ Bl ( tl...tp]> €a,L-

0<¢<k

La proposition 2.15 assure que pour a € [—1,0[P on a I'isomorphisme

(M) > g1 (M)

titp
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On définit alors le morphisme suivant

o: gr, M) — gr_1(Mak)
m — D [0 (0 + an 4 1) (b0 + ap + 1) M) @ eane

0<t<k

qui induit un morphisme de complexes

Nils : gr,, (M) — i' Mg,

ou lon identifie gr, (M) avec un complexe concentré en degré zéro et o M, est la limite
inductive des Mgy i, prise sur k € NP,

Remarque 3.4. Remarquons ici que M, n’est pas un Dx-module de type fini. Mais le fait
qu'il soit limite des Mg et que les couples (H, Mq ) soient sans pente suffit pour le reste de
la construction et pour le théoréme de comparaison.

En utilisant la définition 2.23 on obtient
Ox Rr—10cp 771(/\/&7k) ~ (OX ®7rf1(9@« Wfl(Naz,k1)> (o (OX ®Tr;clocp—r Wl_cl(Nalc,kzc)) .
On déduit de cet isomorphisme et de la définition du morphisme ® le diagramme commutatif

suivant

Nils

i"Mea

|

i ((TMa)

grle,. (erh, M) —=grll, (ilMa, ) —= i [ (1 Ma,)ase |

(13) graM

3.3. Le morphisme «Topox». Rappelons le diagramme commutatif utilisé pour définir les
cycles proches topologiques :

77__1(0)7; )\[ J )1* p )\f
{0} ——Cr <L (C*pr <2 (T

Lemme 3.5. Soit a € CP, il existe un morphisme naturel

]Topo :DRx(Mq) — U, DRy (M). \

Démonstration. Par définition, Mo = M®g-10,, 7 "Ng, or on a une inclusion No < jspsp™ ' O(ciyp
dans le faisceau des fonctions holomorphes multiformes. Par fonctorialité on a donc le mor-
phisme :

DRx(Mq) = DRx (M @7 jupsp™ Ocye).

L’adjonction des foncteurs image inverse et image directe fournit un morphisme de foncteurs
7 (jop)s — (jop)«7® L. Ceci donne le morphisme :
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DRy (M ® Wﬁlj*P*pilo) i DRx (M ®j*p*7~1'71p710)
= DRx (M ® jupsp~ 'mixs ' O).
Par adjonction on a le morphisme :
DRx (M ® jups«p 'mix+'0) — Rjuj 'DRx(M® jupsp 'mx+10)
Rj.DRx(j'M®j upsp 71 O)
= Rj:DRx(j-'M®@psp 77 10).
On applique ensuite le morphisme (2.3.21) de [KS94] (formule de projection) a la fonction p, en
considérant le fait que py est un foncteur exact car p est a fibres discrétes. Par fonctorialité on
a alors le morphisme suivant :
Rj,DRx(j "M ®@pp~'7710) — Rj,DRx(pup (M @710))
= Rj.DRx(psp~'j~'M).

L
Sachant que DRx M = Q" ®p, M, on peut appliquer le morphisme (2.6.21) de [KS94| a p
(formule de projection) et on obtient le morphisme :

Rj.DRx(psp~'j M) — Rjp«DRx(p~'j~'M)
=  Rj.p«p ' 'DRx(M).

Si 'on compose tous les morphismes naturels que ’on vient de construire on obtient bien le
morphisme naturel attendu :

DRy (Mgy) — ¥ DR (M).

La naturalité de ce morphisme ainsi que la définition du morphisme (4)
U, DRx (M) > ¥, .. (¥, DRx(M))

permettent de montrer que le diagramme suivant est commutatif

Topo

v, DRxM

(14) DRy M,

DR x [(MC!I)C!IC] - \II‘ITIC (DRXMO!I) - \IITFIC (\IJTFIDRXM>'

3.4. Le morphisme de comparaison. En combinant les morphismes (10), Nils et Topo on
obtient la suite de morphismes suivante

(15) DRy, Un (M) 25 P DRy,i'Ma— @@ DRy,i* Mg —

acg[—1,0[ ac[—1,0[?
@ DRx(Ma) 2% ¥, DRx(M).
ae[—1,0[P

On a appliqué les morphisme (10) & Mg, on a ensuite appliqué le foncteur DR x, et on a pris
la somme sur a €] — 1,0]P en utilisant la définition

TuM)= D graM).

ae[—1,0[?
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Théoréme 3.6. Sile couple (H, M) est sans pente alors les morphismes (15) sont des isomor-
phismes qui commutent auxr endomorphismes de monodromie T;, on obtient ’isomorphisme de
comparaison

DRx, ¥y (M) ~ U, DR x(M).

De plus si I = {1,....,7} < {1,...,p} et si l'on applique successivement cet isomorphisme de com-
paraison par rapport aux familles d’hypersurfaces Hy et Hye le résultat ne dépend pas de l’ordre
dans lequel on applique ’isomorphisme. Autrement dit le diagramme suivant est commutatif

DRXO\IIHIC (\I/HIM) -~ DRXO\IJH (M) % DRXO\I/HI(\IJHIuM)

~ ~ ~

U, . (U, DRx(M))<—— ¥, DRx (M) —— ¥, (¥, .DRx(M)).

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le nombre p d’hypersurfaces dans H, le cas p = 1
est traité par Ph. Maisonobe et Z. Mebkhout dans [MMO04, théoréme 5.3-2] ou par Morihiko Saito
dans [Sai88, lemmes 3.4.4 et 3.4.5].

Pour p > 1, soit I = {1,...,r} < {1,...,p} avec 1 < r < p, on va considérer les diagrammes
commutatifs (12), (13) et (14). L’hypothése sans pente permet d’appliquer la proposition 2.19
(resp. 2.22) qui assure que les fléches verticales des diagrammes (12) et (13) (resp. (14)) sont
des isomorphismes. La commutativité de ces diagrammes permet de se ramener aux cas de
r et p — r hypersurfaces en appliquant successivement les deux isomorphismes de comparaison
obtenus par récurrence. La commutativité donne alors également directement la deuxiéme partie
du théoréme.

O

Pour un morphisme f : X — CP, I'inclusion du graphe de f permet de donner une version
générale de ce théoréme :

Corollaire 3.7. Soit f : X — CP un morphisme d’espaces analytiques complexes réduits et
M un Dx-module holonome régulier tel que le couple (H,z'f+/\/l) soit sans pente. On a un
isomorphisme de comparaison

DR x 0% (M) ~ DRy (M).

De plus si I = {1,....,7} < {1,...,p} et si l'on applique successivement cet isomorphisme de
comparaison par rapport aux fonctions f; et f. le résultat ne dépend pas de lordre dans lequel
on applique lisomorphisme. Autrement dit le diagramme suivant est commutatif

1 1 ~ al ~ 1 1
DRX\II;i (\I/;Ig/\/l) -~ DRX\I!fg M) —— DRX\IIZ}Ig(\IIaiM)

~ ~ ~

\Il,flc (\I/fIDRx(M)) <~7 \I/fDRx(M) *~> \I/fI (\I’fICDRx(M)).
Démonstration. On applique le théoréme 3.6 & iy M, on obtient I'isomorphisme
DR, Yy (if, M) ~ U DRy cr(if , M).

oum: X xCP — CP est la projection. On applique le foncteur if_l A cette isomorphisme.
On observe qu’un théoréme de changement de base propre donne l'isomorphisme de foncteur
\I'fiffl o~ iffllllﬂ. On en déduit I'isomorphisme

if 'DRx, Vg (if , M) ~ Vpiz 'DRxxcr(iy , M).
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On déduit enfin de I’équivalence de Kashiwara appliquée a I'injection du graphe de f dans X x CP
I’isomorphisme attendu

DR U%® (M) ~ ¥ ;DR (M).

La suite du corollaire se démontre de la méme maniére.
O

n déduit en particulier rollaire qu n; S san n il’on ique l'isomor-

On déduit en particulier de ce corollaire que, dans le cas sans pente, si 'on applique I'isomo
. . < . s N : .
hisme de comparaison par rapport aux fonctions fi, ..., f, 'une aprés l'autre I'isomorphisme

(wis, (i M) =g, (W, (U, DRx (M)

ne dépend pas de la permutation ¢ de {1,...,p}.

alg
DRy (\IJ e

ANNEXE A. HYPERCOMPLEXES

uple

On définit ici les n-hypercomplexes qui correspondent aux complexes n naifs introduits

par P. Deligne au paragraphe 0.4 de [Del73].
Définition A.1. Soit C une catégorie abélienne, on définit par induction la catégorie abélienne
des n-hypercomplexes de la fagon suivante :

e Les 1-hypercomplexes sont les complexes d’objets de C.
e Les n-hypercomplexes sont les complexes de (n-1)-hypercomplexes.

On notera C™(C) la catégorie abélienne des n-hypercomplexes d’objets de C. Par exemple les
2-hypercomplexes sont les complexes doubles. Un n-hypercomplexe est donc la donnée pour tout
k € Z" d’un objet X* de C et, pour tout 1 < i < n de morphismes d(V* : X¥ — X*+1i verifiant
les propriétés suivantes :

d® od® =0 pour tout 4
d® od) =dU) od® pour tout (4,7)

pour les exposants k convenables.

Soit X un m-hypercomplexe, pour tout 1 < ¢ < n et tout m € Z on note X" le (n — 1)-
hypercomplexe composé des X* avec k; = m et des différentielles correspondantes. Les différen-
tielles d(W* avec k; = m définissent un morphisme :

dr: X" — Xt

qui vérifie d;”“ od® = 0 par définition d’un n-hypercomplexe. On a donc pour tout 1 <i < n
un foncteur :
F: c"(€) — cc" V()
X = X 7 ez

de la catégorie des n-hypercomplexes dans la catégorie des complexes de (n—1)-hypercomplexes.
On introduit alors le (n — 1)-hypercomplexe :

H}(X) = HP(Fi(X)),
et le n-hypercomplexe :
Hi(X) = ... > H(X) > HFPY(X) - ...

ol toutes les fleches horizontales sont nulles.
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Définition A.2. Si un n-hypercomplexe X vérifie la propriété de finitude suivante :
(16) pour tout m € Z Pensemble {(k1,...,k,) € Z" | k1 + ... + ky, = m, X* # 0} est fini,

alors on peut associer & X un complexe simple s(X). On pose

s(X)m= P xk
ki+...+kn=m
Soit k € Z" tel que ky + ... + k, = m. On note i : X® — s(X)™ et pg : s(X)™ — XF
les morphismes naturels. On peut alors définir la différentielle dify) : s(X)™ — s(X )™ du
complexe s(X) par :

[ (m1)tetRicagDR s L Ry #£ 1} =1 ou j vérifie k; # I
b OdS(X) Ot = { 0 sinon ’ ’

pour tout k et I vérifiant ky + ... + k, = met l; + ... + [, = m + 1. On peut alors vérifier que

d;?}% odjix) = 0et (s(X),ds(x)) est donc bien un complexe. On a défini un foncteur

st Cie) —  C)
X — (S(X)vds(X))

oit C'f(C) est la catégorie des n-hypercomplexes vérifiant la propriété (16). De plus on observe
facilement que s(.) est un foncteur exact.

Théoréme A.3. Soit f : X — Y un morphisme de n-hypercomplexes ot X et Y vérifient la
propriété (16) et supposons que f induise un isomorphisme :

f:Hi(Ho(..Hpy(X)...)) ~ Hy(Ha(...H,(Y)...)).
Alors s(f) : s(X) — s(Y) est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur l'entier n. Pour n = 1 c’est la définition d’un
quasi-isomorphisme, pour n = 2 c’est le théoréme 1.9.3 de [KS94]. On suppose que n > 3. Pour
tout p € Z, on a deux (n — 1)-hypercomplexes, HP(X) et HE(Y), qui vérifient les hypothéses du
théoréme et donc par hypothése de récurrence f induit un quasi-isomorphisme entre s (HE(X))
et s(HE(Y)). Or HE(X) = HP(F,(X)) et HP(.) est un foncteur additif, il commute donc avec
le foncteur s(.) et f induit un quasi-isomorphisme entre

HP({s(X7"), s(dy' Vhmez) et HP({s(Y;"), s(dy') }mez)

pour tout p € Z. Mais ce quasi-isomorphisme correspond aux conditions du théoréme pour les
complexes doubles {s(X™), s(d")}mez et {s(Y;™), s(d") }mez, les complexes simples associés a ces
deux complexes doubles sont donc quasi-isomorphes par hypothése de récurrence pour n = 2. En
appliquant la définition du foncteur s on montre alors que ces deux derniers complexes simples
sont en fait les complexes simples associés & X et & Y ce qui conclut la démonstration du
théoréme.

O

Corollaire A.4. Soit X un n-hypercomplexe tel qu’il existe un indice i pour lequel le complexe
F;(X) soit exact, alors s(X) est quasi-isomorphe au compleze nul.

Démonstration. Le théoréme précédent est évidemment vérifié si 'on permute les indices des H;.
Si le complexe F;(X) est exact alors H;(X) ~ H;(0,) ou 0, est le n-hypercomplexe nul. On a
donc

Hy(..Hi—1 (Hip1 (o Hy(Hy(X))...) = Hy (. Hi—1 (Hi1 (.. Hp (H;(0))-..)
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et on peut appliquer le théoréme précédent, s(X) ~ s(0,), s(X) est quasi-isomorphe au complexe
nul.

O
Définition A.5. Soit {X* fF1 7. 1 <ic, une famille d’objets de C et de morphismes f("*
Xk — X*+1i on appelle hypercube associé¢ ¢ X le n-hypercomplexe noté Cube(X)® vérifiant
Xhki=lookn =1 g ke{0,1}"
0 sinon

Cube(X)kl"“’k“ = {

les morphismes étant ceux donnés par les f(¥*. On vérifie facilement que Cube(.) définit un
foncteur exact.

Par exemple, pour n = 3 on a

X —1,0,0 x0,0,0
/ /
x—1,-1,0 X0,-1,0
Cube(X) =
x-1.0,-1 X0,0,—1
/ /
x-1-1,-1 X0,—1,—1

ott le reste de I'hypercomplexe est nul et X ~5~5~1 est en degré (0,0, 0).

ANNEXE B. FILTRATIONS COMPATIBLES

Les définitions qui suivent ont été introduites par Morihiko Saito dans [Sai88]

Définition B.1. Soit A un objet de la catégorie abélienne C et Ay, ..., A, € A des sous-objets
de A. On dit que Ay, ..., A, sont des sous-objets compatibles de A si il existe un n-hypercomplexe
X satisfaisant a :

(1) Xk = 0 sik¢{—1,0,1}".

(2 X
(3) XO 11 = Az pour 1 <i < n.
(4) Pour tout 1 <i<n et tout k € {—1,0,1}™ tel que k; = 0, la suite

0— Xk1i _, xk _, xk+li _,
est une suite exacte courte.

Remarque B.2. e En utilisant les propriétés universelles fournies par les suites exactes
courtes on observe que si les sous-objets A1, ..., A,, sont compatibles, alors le n-hypercom-
plexe X est déterminé de maniére unique. Par exemple si k € {—1,0}" et si

I={i;k;=-1}c{l,...,n}

= (A

el

alors
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e Sin =1, le complexe X est la suite exacte courte
0->A > A— A/A — 0.

e Si n = 2 deux sous-objets A; et As sont toujours compatibles et X est le complexe
double suivant

Al/(Al M Ag) HA/AQ —— A/(Al + Az)

T | |

A, /f AJA
A1 N A2 AQ AQ/(Al M Ag)

e Sin > 3 des sous-objets Ay, ..., A, ne sont pas compatibles en général.

e Par définition si A;,...,A, € A sont compatibles alors pour tout I < {1,...,n} les
sous-objets (A;)ier € A sont compatibles et ’hypercomplexe correspondant est le #1-
hypercomplexe X; dont les objets sont les X* tels que k; = 0 pour tout i € I°.

Définition B.3. Soient F},..., F? des filtrations croissantes indexées par Z d’un objet A, on
dit que ces filtrations sont compatibles si pour tout £ € Z™ les sous-objets Fell, -, Fy de A sont
compatibles.

Remarque B.4. e D’aprés la remarque précédente toute sous famille d’une famille de
filtrations compatibles est compatible.
e On peut montrer que si F}, ..., F" sont compatibles alors pour tout £ € Z les filtrations
induites par F},..., F?~! sur grf" sont compatibles.
e Si F},...,F} sont compatibles alors les filtrations induites sur F}, n ... F}* sont com-
patibles.

La proposition suivante correspond a [Sai88, corollaire 1.2.13]

Proposition B.5. Soit F}, ..., F des filtrations compatibles d’un objet A. L’objet obtenu en ap-
5o par rapport aua filtrations F, 5y induit Foa-n  gyle
o) P pport auz filtrations Fy(j) induites surgr, "~ "...gr,
pour 1 < j < n ne dépend pas de la permutation o de {1,...,n} et est égal a
FellA Nn..nkrA
i FLAN L AFL_JAn nFRA

(I)A

pliquant successivement les gradués gr 0
o

o(j—
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